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A1 連続体力学の基礎 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
A1.1 変形テンソル1)-6) 
A1.1.1 運動と配置  
連続体力学では，物体を微小な粒子(物質点)の連続的な集合体と考える．物質点は三次元ユークリッ
ド空間における座標と一対一に対応づけられるとし，物質点の空間における集合状態を物体の配置
(configuration)とよぶ．物質点の運動を記述するために，ある基準となる時刻 t0における配置を基準配置
(reference configuration)として，各物質点の位置ベクトル Xをその物質点のラベル(名前)とする．物質点
Xの時刻 tにおける位置ベクトルを xとすると，物質点 Xそのものの運動は tを変数とする次式で表さ
れる． 
( ,tXxx = )        (A1.1) 
これは，｢時刻 t0の基準配置において位置 X を占めていた物質点が，時刻 t において占める位置は xで
ある｣ことを意味している．これは物質表示(material description，Lagrangian description)とよばれる記述法
として知られる．このとき時刻 t0から tまでの変位ベクトル uは次式によって定義される． 
u x X= −        (A1.2) 
以上の概念を Fig.A1.1に示す．Fig.A1.1では，物体を構成する粒子 pが基準時刻 t0において空間に固定
された点 Aを占めており，時刻 tでは空間に固定された点 Bを占めている様子を示している． 
式(A1.1)は任意の時刻 tに関して，次式のような一義的な逆の関係を考えることができる． 
( ),txXX =        (A1.3) 
これは，｢時刻 t で空間内の位置 x を通過する物質点のラベル，すなわち基準時刻 t0での位置は Xであ
る｣ことを意味し，空間内に固定された点 xに着目している．これは空間表示(spatial description，Eulerian 
description)とよばれる記述法として知られる．本研究で対象とする固体力学では，通常材料の物質点に 
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Fig.A1.1 Configuration of a continuum  
 
 
着目した変形履歴を考えるため，物質表示による定式化が行われる．したがって本研究においても物質
表示による定式化を行っている． 
 
A1.1.2 変形勾配テンソル  
基準配置における物質点Xおよびその近傍の点X+dXは，式(A1.1)より現時刻 tではそれぞれ ( ),x X t ，
( ),x X+ Xd t の位置を占める．dXが微小であれば， 
( ) ( ) ( ) ( )xx x X dX x X x X X x X F X
X
d ,t ,t ,t d ,t d∂= + − ≈ + ⋅ − ≡ ⋅∂   (A1.4) 
のように dXに対して線形関係が成立すると仮定できる．このとき dXから dxへの線形変換を行うテン
ソル Fは，直交デカルト座標系 e を用いると， i
xF e e e e
X
i
i j ij i
j
x F
X
∂∂= = ⊗ ≡ ⊗∂ ∂ j      (A1.5) 
と定義される．これは物質点 X の近傍の相対的な変形を特徴づけることから，変形勾配テンソル
(deformation gradient tensor)とよばれる．ここでは，物質点は変形前後で一対一対応する(dxと dXが一対
一対応する)変形，つまり 
1-X Fd = ⋅ xd        (A1.6) 
が存在するような変形のみを対象とする．F-1が存在するための必要十分条件として， 
0detdet ≠∂
∂=
j
i
X
x
F       (A1.7) 
が成立する必要がある．これは｢物体が運動あるいは変形によって分離したり，重なり合ったりするこ
とはない｣ということの数学的表現である． 
 detFの物理的意味を考える．まず 
― A-2 ― 
APPENDICES 
 
[ ] ( ) cbaabc ⋅×≡        (A1.8) 
というスカラー三重積を定義する．基準配置において dX1，dX2，dX3を三辺とする体積 dV の微小平行
六面体が，変形後の現配置では dx1，dx2，dx3 を三辺とする微小平行六面体になるとすると，変形後の
体積 dvは 
[ ] [1 2 3 1 2 3x x x F X F X F X, , , ,dv d d d d d d= = ⋅ ⋅ ]⋅  
( )[ ] ( )1 2 3F X X X Fd d d dV JdV= =det , , det ≡    (A1.9) 
と表すことができる．すなわち，detF は体積変化率を表す．このとき detF もしくは J はヤコビアン
(Jacobian)とよばれる．また変形前後の質量密度をそれぞれ 0ρ ， ρとすると，質量保存則より 
dvdV ρρ =0        (A1.10) 
という関係が成り立つことから， 
ρ
ρ0==
dV
dvJ        (A1.11) 
と表すこともできる．これを物質表示による連続の式(Euler’s equation of continuity)とよぶ． 
 変形勾配テンソル Fが特異ではないとき(すなわち式(A1.7)が成立するとき)，Ｆは直交テンソル R，正
定値対称テンソル Uを用いて次のように分解できる． 
URF ⋅=        (A1.12) 
したがって， 
( ) ( )x R U X R U Xd d= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅d      (A1.13) 
これを右極分解(right polar decomposition)とよび，Uをとくに右ストレッチテンソル(right stretch tensor)
とよぶ．右極分解の物理的意味を Fig.A1.2 に示す．右ストレッチテンソル U の固有値を iλ とすると，
微小ベクトル dXはまず Uの主軸方向に iλ 倍に伸縮変形する．そして次に微小ベクトル U・dXは伸縮
することなく剛体回転 Rを受け，dxとなる．つまり式(A1.13)は微小ベクトル dXから dxへの運動と変
形が，一連の動作の逐次的な作用の結果であることを示している．なお，式(A1.12)は直交テンソルと正
定値対象テンソルのかける順番を逆にした形でも分解することができる．これを左極分解とよぶ． 
 
A1.1.3 ひずみテンソル  
Fig.A1.3に示すように，ある物質点を起点とする任意の微小ベクトル dX，dX*が変形後に dx，dx*にな
ることを考える．これら微小ベクトルの変形前後の内積の差をとると， 
( ) ( )
( ) ( )
2
x x X X F X F X X X
X F F I X X C I X
X E X
T
d d d d d d d d
d d d
d d
∗ ∗ ∗ ∗
d∗ ∗
∗
⋅ − ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅
= ⋅ ⋅ − ⋅ ≡ ⋅ − ⋅
≡ ⋅ ⋅
 (A1.14) 
このとき，Cを右 Cauchy-Green変形テンソル(right Cauchy-Green deformation tensor)，Eを Green-Lagrange
ひずみテンソル(Green-Lagrange strain tensor)とよび，次式で定義される． 
C F FT= ⋅        (A1.15) 
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(1
2
)E C I= −        (A1.16) 
式(A1.14)において であれば，左辺は変形前後の微小ベクトルの長さの二乗の差になる．つま
り，Green-Lagrangeひずみテンソル Eは微小ベクトルの長さの二乗の変化量の尺度であるといえる．  
∗= XX dd
Eの性質を考える．式(A1.15)より 
2C F F U R R U UT T T= ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ =      (A1.17) 
したがって， 
( 212 )E U I= −        (A1.18) 
と変形できる．つまり Eは変形に含まれる剛体回転の影響を受けない． 
 式(A1.16)に式(A1.2)を代入して整理すると， 
( ) ( )1 1
2 2
1
2
1
2
E e e e e
e e
e e
k k k kk k
ij i j ij i j
i j i j
k k
ik jk ij i j
i j
j i k k
i j
i j i j
X u X ux x
X X X X
u u
X X
u u u u
X X X X
δ δ
δ δ δ
   ∂ + ∂ +∂ ∂= − ⊗ = −      ∂ ∂ ∂ ∂   
   ∂ ∂= + + −    ∂ ∂    
 ∂ ∂ ∂ ∂= + + ⊗  ∂ ∂ ∂ ∂ 
⊗
⊗  (A1.19) 
と変形できる．ここでさらに，変位 uiの物質座標 Xiによる偏微分係数が 1に比べて十分小さい場合，す
なわち 
1i
j
u
X
∂
∂          (A1.20) 
が成り立つ場合，式(A1.19)最右辺第三項は無視することができ，また配置に関する区別も無視できるこ
とから，Eは 
1
2
E e eji i
j i
uu
x x
 ∂∂≈ + ⊗  ∂ ∂  j
      (A1.21) 
となり，微小変形理論におけるひずみテンソルに帰着する． 
 
A1.1.4 ひずみ速度テンソル 
 時刻 tの現配置において近接する二つの物質点 xおよび x+dxがそれぞれ速度 v，v+dvを持つとする．
dvは二つの物質点の相対速度である．dxが微小であれば，dvから dxへ線形変換するテンソルとして次
式が定義できる． 
( ) ( ), , vv v x x v x x L x
x
d d t t d d∂= + − ≈ ≡ ⋅∂     (A1.22) 
ここで， 
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( )xL v e e e ei i j ij i j
j
v L
x
 ∂= ⊗∇ = ⊗ ≡ ⊗  ∂ 
    (A1.23) 
このとき現配置におけるベクトル場 vの勾配である Lを速度勾配テンソルとよぶ．式(A1.23)から明らか
なように L は時刻 tの現配置のみにおいて定義されるテンソルである．このようなテンソルを Euler 型
のテンソルとよぶ． 
 一般に任意のテンソルは対称成分と反対称成分に加算分解できる．速度勾配テンソル Lを対称テンソ
ル Dと非対称テンソルWに分解すると， 
WDL +=        (A1.24) 
( )1 1
2 2
D L L ejT i i
j i
vv
x x
 ∂∂= + = + ⊗  ∂ ∂ 
e j     (A1.25) 
( )1 1
2 2
W L L ejT i i
j i
vv
x x
 ∂∂= − = − ⊗  ∂ ∂ 
e j     (A1.26) 
式(A1.25)における対称テンソル Dを変形速度テンソル(deformation rate tensor)またはストレッチングテ
ンソル(stretching tensor)，式(A1.26)における反対称テンソルWをスピンテンソル(spin tensor)または回転
速度テンソル(rotation rate tensor)とよぶ．式(A1.25)，(A1.26)より明らかなように，D，Wともに Euler型
のテンソルである． 
ここで，時刻 t→tの変化における変形勾配テンソルを ( )F と表すと， t t
( ) ( )Fv xL F
x x
t
t t τ
τ
τ
•
t=
∂∂ ∂ = = = ≡ ∂ ∂ ∂ 
&     (A1.27) 
という関係が得られる．これより， 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )FL R U R Ut t t t t t tτ ττ τ τ τ ττ = =∂= = ⋅ + ⋅∂ & &    
( ) ( )R Ut tt= +& & t      (A1.28) 
となる．U，Rがそれぞれ対称テンソル，反対称テンソルであることから，次式の関係が得られる． 
( )ttUD &=        (A1.29) 
( )ttRW &=        (A1.30) 
この関係より，D は現配置における微小ベクトル dx のストレッチによる相対速度を，W は現配置にお
ける微小ベクトル dxの剛体回転による相対速度を表している． 
 弾塑性体はひずみ履歴に依存した応答を示すため，通常構成式は速度形テンソルを用いて速度形で表
される．このときひずみ速度として，変形速度テンソル Dが用いられる． 
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A1.2 応力テンソル 1)-9) 
A1.2.1 Cauchy 応力テンソル 
 Fig.A1.4に示すように時刻 tの現配置(変形後の配置)において，物体内の任意の仮想表面 A上の物質点
Xを含んだ，外向き単位法線ベクトル nを持つ微小面積 ds上に作用する表面力 dfnを考える．このとき
応力ベクトル(単位面積あたりの表面力ベクトル)tnは次式で定義される． 
ft nn
d
ds
=        (A1.31) 
また仮想表面 A上に作用する表面力ベクトル fnは 
f tn nA ds= ∫        (A1.32) 
となる．ここで A面内において直交する二つの単位ベクトル l，mを与える．そして応力ベクトル tnを
n，l，mについて成分分解して，次式のように表すこととする． 
t n ln nn nl nmT T T= + + m
3e
3e
3e
      (A1.33) 
このとき係数Tの添え字は，第一添え字は断面の向きを，第二添え字は分解した力の向きを表している． 
 (n，l，m)が直交デカルト座標系で表された全体座標系の基底ベクトルと一致した場合を考える．順に
(e1，e2，e3)，(e2，e3，e1)，(e3，e1，e2)と一致するとすると，式(A1.33)より次式が得られる． 
1 11 1 12 2 13t e eT T T= + +       (A1.34) 
2 21 1 22 2 23t e eT T T= + +       (A1.35) 
3 31 1 32 2 33t e eT T T= + +       (A1.36) 
式(A1.34)～(A1.36)を総和規約を用いて表すと， 
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ti ijT= e j
e
n
       (A1.37) 
これらの成分T を用いて次のようなテンソルを定義する． ij
T eij i jT= ⊗        (A1.38) 
これを Cauchy応力テンソル(Cauchy stress tensor)または真応力テンソル(true stress tensor)とよぶ．また
Cauchy 応力テンソル Tと応力ベクトル tnの間には次式の関係が成り立つ． 
t T Tn = ⋅        (A1.39) 
これは Cauchy応力テンソル Tに任意面の単位法線ベクトル nを作用させることで，その面に作用する
応力ベクトル tnが得られることを示す．これを Cauchyの公式(Cauchy’s formula)とよぶ． 
 
A1.2.2 Kirchhoff応力テンソル 
 時刻 t0の基準配置から時刻 tの現配置に至る体積変化率 J(Jacobian)を用いて， 
Tτ J=         (A1.40) 
で定義される応力を Kirchhoff応力テンソル(Kirchhoff stress tensor)とよぶ．これは体積に関してのみ基準
配置から現配置に至るまでの変化を考慮している公称応力である．非圧縮性材料の場合体積変化はない
ため， ρ = 0ρ =constantとなる．したがって式(A1.11)より 
TTTτ === ρ
ρ0J       (A1.41) 
となる． 
 
A1.2.3 第1Piola-Kirchhoff応力テンソル  
現配置における微小面積 ds に作用する力 dfnを，基準配置における微小面積 dS で除した応力ベクト
ルを次のように定義する． 
dS
d nft =0         (A1.42) 
基準配置における微小面積 dSの外向き単位法線ベクトルを Nとするとき， 
0t Π N
T= ⋅        (A1.43) 
で定義されるテンソルΠを第 1Piola-Kirchhoff応力テンソル(first Piola-Kirchhoff stress tensor)とよぶ．式
(A1.42)から明らかなようにこれは公称応力と同義であり，公称応力テンソル(nominal stress tensor)ともよ
ばれる． 
 
A1.2.4 各応力テンソル間の関係  
時刻 t0の基準配置における微小面積 dSの外向き法線ベクトルを N，時刻 tの現配置における微小面積
dsの外向き法線ベクトルを nとする．Nと nは Nansonの公式より 
-n F NTds J dS= ⋅       (A1.44) 
と関係付けられる．式(A1.31)，(A1.42)，(A1.44)より，Cauchy応力テンソルと第 1Piola-Kirchhoff応力テ
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ンソルについて次のような関係が得られる． 
ΠFT ⋅=
J
1
       (A1.45) 
後述のように Cauchy応力テンソルは対称である．したがって第 1Piola-Kirchhoff応力テンソルは非対称
である．また式(A1.41)より Kirchhoff応力テンソルと第 1Piola-Kirchhoff応力テンソルについて次のよう
な関係も成り立つ． 
ΠFτ ⋅=        (A1.46) 
 
A1.2.5 Jaumann速度テンソル  
応力を時間微分したものを応力速度とよぶ．塑性現象は加工硬化現象から明らかなように，ひずみ履
歴依存性を有する現象である．したがって弾塑性体に関する材料構成式は速度形で表される．しかし応
力の物質時間微分は Appendix A2章で詳述する物質客観性の原理を満たさないため，構成式に用いる応
力速度として適当ではない．そこで本研究では物質時間微分による応力速度に代わり，客観性を有する
Jaumann応力速度を用いている．Jaumann速度は以下のように定義される． 
時刻 t で一致している二種類の基底ベクトルe iを考える．e は空間に固定された正規直交基底ベク
トルであり，e は時刻 t以後物質の剛体回転と同量だけ回転する正規直交基底ベクトルとする．式(A1.12)
に示す剛体回転テンソル Rを用いて時刻 tからτまでの回転を R
,ei % i
i%
t(τ)と表すと，e の回転は次式により
定義される． 
i%
( ) ( ) ( )e R ei t i tτ τ= ⋅% %       (A1.47) 
式(A1.47)をτで微分すると，次式が得られる． 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )e R e R e R e R ei t i t i t i tt t tτ τ τ τ τ•= ⋅ = ⋅ + ⋅ = ⋅& && &% % % % i t%  (A1.48) 
( )ei τ&% を時刻 tで評価すると，すなわちτ→tとすると式(A1.48)は式(A1.30)を用いることにより 
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
e e R e
R e W e
i t i t i
t i i
t t
t t
t
t
τ ττ τ= == = ⋅
= ⋅ = ⋅
& & &% % %
& % %
     (A1.49) 
となる． 
 さて，時刻 tおよびτにおける Cauchy応力 ( )tT ， ( )T τ をそれぞれの時刻での基底ベクトルで次のよ
うに成分分解する． 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tttTtttTt jiijjiij eeeeT ~~~ ⊗=⊗=     (A1.50) 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )τττττττ jiijjiij TT eeeeT ~~~ ⊗=⊗=    (A1.51) 
このとき，時刻 tでは二つの基底ベクトル は一致していることから， ,e ei %i( ) ( )tt ii ee ~=        (A1.52) 
( ) ( )tTtT ijij ~=        (A1.53) 
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という関係が成り立つ．式(A1.51)最右辺をτで微分すると， 
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
T e e e e e
e e
ij i j ij i j ij i j
ij i j
T T T
T
eτ τ τ τ τ τ τ τ τ τ
τ τ τ
•= ⊗ = ⊗ + ⊗
+ ⊗
& && % % %% % % % % %
&% % %
 (A1.54) 
式(A1.54)をτ→tとし，式(A1.49)を代入して整理すると，次式が得られる． 
T e e W T Tij i jT= ⊗ + ⋅ − ⋅&& % % % W
W
     (A1.55) 
ただしこのとき， 
W e e W e WTi i i⋅ = ⋅ = − ⋅       (A1.56) 
という関係式を用いている． 
 ここで次式を定義する． 
( )T e e T W T TJ ij i jT≡ ⊗ = − ⋅ + ⋅
o &% &% %     (A1.57) 
これを Cauchy応力の Jaumann速度テンソル(Jaumann rate tensor)または共回転速度テンソル(co-rotational 
rate tensor)とよぶ．このテンソルは， 
 
物質の剛体回転に伴う ie~ の時間的な変化を感知せずに R=I(速度形であればW=0)かつ 
0e =i&~ とする観測者，つまり物質点のスピンWの分だけスピンする観測者からみた応力速度 
 
という物理的意味を持ち，任意のテンソルに関してとることができる．ただし客観性を有する応力速度
は Jaumann速度以外にも多数定義できることに注意する 6)．また Jaumann速度を用いると単純せん断に
おいてせん断応力が振動することが指摘されており 8)，客観性を有する応力速度の選択には依然として
問題が残っているといえる． 
 
A1.3 境界値問題を構成する基本法則1)-6) 
A1.3.1 質量保存の原理  
物体の質量 mは，現配置における質量密度をρ，物体の占める領域を vとすると 
∫= v dvm ρ        (A1.58) 
で与えられる．式(A1.11)を式(A1.58)に代入すると， 
∫∫ == VV JdVdVdVdvm ρρ      (A1.59) 
と変形できる． 
 ここでテンソルXのトレースを，式(A1.8)の演算則を用いて 
[ ] [ ] [ ] iiXtr =⋅+⋅+⋅≡ 321321321 eXeeeeXeeeeXX   (A1.60) 
と定義すると，式(A1.9)より 
( )dvtrvd L=&        (A1.61) 
という関係式が得られる．ただしこのとき， 
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FL
X
x
x
v
X
vF ⋅=∂
∂
∂
∂=∂
∂=&      (A1.62) 
という関係式を用いている．これより， 
dVJvd && =        (A1.63) 
という関係を用いることにより， 
vL x ⋅∇=∂
∂==
i
i
x
v
J
Jtr
&
      (A1.64) 
という関係式を得る．ただし vは物質点の速度ベクトルである． 
 式(A1.59)，(A1.64)より， 
( ) ( )∫∫ ⋅∇+=+= vV dvdVJJm vxρρρρ &&&&     (A1.65) 
となる．古典力学の枠内で捉えるとき，次式が成立する． 
( ) 0=⋅∇+= ∫v dvm vxρρ&&      (A1.66) 
これを質量保存の原理(principle of conservation of mass)とよぶ．また物体の任意の点に関しても上式は成
立することから， 
0=⋅∇+ vxρρ&        (A1.67) 
を得る．これを空間表示による連続の式(equation of continuity)とよぶ．なお，物質表示による連続の式
は式(A1.11)で与えられる． 
 
A1.3.2 Cauchyの運動法則  
単位面積に作用する表面力ベクトル(応力ベクトル)を t，また物体の運動量を とおく．物体力を
無視した場合，表面力ベクトルと運動量の速度の間には次のような関係の成立が要請される． 
∫v dvvρ
( ) ∫∫ =• sv dsdv tvρ        (A1.68) 
このとき，式(A1.68)を Eulerの第 1運動法則(Euler’s first law of motion)，または運動量保存の原理とよび，
運動量の物質時間導関数が物体に作用する外力に等しいことを示す． 
また同様に運動量モーメントを とおくと，表面力のモーメントと運動量のモーメント(角運
動量)の速度の間には次式の成立が要請される． 
∫ ×v dvvx ρ
( ) ∫∫ ×=× • sv dsdv txvx ρ       (A1.69) 
このとき式(A1.69)を Eulerの第 2運動法則(Euler’s second law of motion)，または角運動量保存の原理とよ
び，角運動量の物質時間導関数が物体に作用する外力のモーメントに等しいことを示す．式(A1.68)，
(A1.69)を総称して Eulerの運動方程式とよぶ． 
 Eulerの第 1運動法則，第 2運動法則の局所形は，Cauchyの第 1運動法則(Cauchy’s first law of motion)，
Cauchyの第 2運動法則(Cauchy’s second law of motion)とよばれ，それぞれ次式で表される． 
Ta x ⋅∇=ρ        (A1.70) 
TT =T         (A1.71) 
このとき Tは Cauchy応力テンソルを，また aは加速度ベクトルを表している．Cauchyの第 1運動法則
は平衡方程式ともよばれ，現配置に対する運動方程式を表す．Cauchyの第 2 運動法則は，Cauchy 応力
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テンソルの対称性を示している． 
 式(A1.68)において 
( ) 0tv == ∫∫ • sv dsdvρ       (A1.72) 
とすると，Cauchyの第 1運動法則は次式に示す静的な平衡方程式(equation of static equilibrium)に帰着す
る．  
0Tx =⋅∇        (A1.73) 
 
A1.3.3  基準配置に対する運動法則  
式(A1.11)を用いることにより， Eulerの第 1運動法則式(A1.68)は基準配置に対して次式で表される． 
( )0vV dV dSρ • =∫ ∫ 0tS       (A1.74) 
このとき は式(A1.43)で与えられる．式(A1.74)を局所形にすることで，基準配置に対する Cauchyの第
1運動法則が得られる． 
0t
Πa X ⋅∇=0ρ        (A1.75) 
このときΠは式(A1.43)で定義される公称応力テンソルである． 
 同様に，基準配置に対するEulerの第 2運動法則は次式で表される． 
( )0x v x tV SdV dSρ •× = ×∫ ∫ 0      (A1.76) 
式(A1.45)を考慮することにより，基準配置に対する Cauchyの第 2運動法則が得られる． 
ΠFFΠ ⋅=⋅ TT       (A1.77) 
 式(A1.74)において先と同様に運動量を保存させることにより，基準配置に対する静的な平衡方程式が
得られる． 
0ΠX =⋅∇        (A1.78) 
  
A1.3.4 速度形の平衡方程式 
非線形問題を有限要素法により解く場合，支配方程式を線形化することによって得られる接線剛性を
用いて解析を行う．そこで基準配置に対する静的平衡方程式(A1.78)を速度形で表す．式(A1.78)について
物質時間微分をとると，基準配置を参照して記述されていることから，次式が得られる． 
0ΠX =⋅∇ &        (A1.79) 
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A2 材料構成式に関連するいくつかの理論 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
A2.1 物質客観性の原理1)-6) 
 事象とよばれる空間内の位置 xと時間 tの組(x，t)を観測する観測者を基準枠とよぶ．基準枠は座標系
から独立した存在であり，一つの基準枠からはベクトル xは唯一の存在として観測される．物理現象を
記述するためにはこのような基準枠を必要とするが，基準枠を任意に選択することは一般にはできない．
たとえば Fig.A2.1に示すように，点 Pの位置を図中の三角形で示される二つの基準枠 O，O*から観測す
る場合を考える．基準枠 O は点 P を(x，t)と観測するが，O*は(x*，t)のようにベクトル自体も異なった
存在として観測する．ただしここでは相対論的効果，量子論的効果は除外して，基準枠の運動する速度
が光速と比べて十分小さいとして t=t*としている．ここでこれら異なる基準枠から観測されるベクトル
x と x*の関係を考える．Fig.A2.1 において基準枠 O の向きが O*から ( )tQ だけ回転した向きであるとす
ると，Oから観測されるベクトル xは O*からは ( )Q xt ⋅ と観測される．したがって O*から観測した Oの
位置ベクトルを とすると，xと x( )c t *は 
( ) ( )*x c Qt t= + ⋅ x       (A2.1) 
という関係で与えられる．式(A2.1)は基準枠の変換を表している． 
 基準枠の変換式(A2.1)によってスカラー場 ( )x,tΦ ，ベクトル場 ( )v x ，テンソル場T x の空間表示が
それぞれ
,t ( ,t )
( )* **x ,tΦ ， ( )* ** ,tv x ， ( )* * ,t*T x に変換され，これらが，式(A2.1)から導かれる次の三式 ( ) ( )tt x,,x* Φ=Φ **       (A2.2) ( ) ( ) ( )ttt x,vQ,xv * ⋅=**       (A2.3) ( ) ( ) ( ) ( )tttt TQx,TQ,xT * ⋅⋅=**      (A2.4) 
で関係づけられるとき，三つの場はそれぞれ客観性(Objectivity)，もしくは枠無差別性(frame indifference) 
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*x ( )Q xt ⋅
( )c t
( )Q t
P
O* 
O
Fig. A2.1 Schematic of the reference frames O* and O 
(All tensors are observed from the reference frame O*) 
 
があるとよばれる． 
 物質客観性の原理とは，物理現象を記述する方程式，特に材料構成式の形が基準枠の変化の下では不
変でなければならないことを論じた条件である．すなわち，異なる基準枠で記述された方程式は，式
(A2.2)～(A2.4)で与えられる変換則で関係づけられる(客観性がある)必要があるとする原理である．これ
は基準枠によって異なる形式をとる(客観性がない)と，その式は特定の基準枠でしか適用できないため
である．式(A2.1)は物体の剛体移動を表す式とも等価であり，したがって物質客観性の原理とは，式の
形が物体の剛体移動に対して不変であることを示す条件，と考えることもできる．これは客観性の定義
式(A2.2)～(A2.4)が剛体回転を表す式と同じであることからも明らかである． 
 式(A2.2)～(A2.4)で表される「客観性」とは変換則に関する定義(呼称)であり，物理現象を表す方程式
そのものが満足すべき関係式である．したがって方程式に用いられている個々のテンソルやベクトル全
てに客観性がある必要はなく，最終的に導出された方程式，特に材料構成式に物質客観性の原理が成立
すればよい．つまり本研究の場合，材料構成式(2.102)が物質客観性の原理を満たすかどうかが重要とな
る．なお，2.3 節で示したように式(2.102)は物質客観性の原理を満たし，材料構成式としての資格を有
する．また固体力学における基本法則である連続の式(A1.11)，Cauchyの公式(A1.39)，Cauchyの第 2運
動法則(A1.71)は物質客観性の原理を満足し，また Cauchy の第 1 運動法則(例えば式(A1.73))についても
基準枠 O が O*に対して等速直線運動をする慣性系であれば，物質客観性の原理を満足する．したがっ
て，本研究の範疇では全ての支配方程式が物質客観性の原理を満足しているといえる． 
 
A2.2 ひずみ速度の弾塑性分解7)-15) 
 本研究では変形速度テンソル Dの弾塑性加算分解式として，Leeの弾塑性分解に基づく理論を採用し
た式(2.53)を用いている．そこで本節では式(2.53)の詳細な導出過程と，本理論における各種の問題点を
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示す．はじめに本理論の基礎となる Leeの弾塑性分解手法を示し，その問題点を明らかにする．続いて
本理論に基づいて変形速度テンソルDの弾塑性加算分解式(2.53)が導出されるまでの過程を詳細に示す． 
 
(a) Leeの弾塑性分解  
 Fig.A2.2 に示すような直交デカルト座標系で表された空間固定の全体座標系をとり，これを用いて物
体の運動を考える．変形前の配置 C0を基準配置とし，弾塑性変形後の時刻 tの配置 Ctを現配置とする．
物体の任意の物質点 Xが基準配置，現配置でそれぞれ位置 X，xを占めているとすると，Lagrange記述
した物体の運動は式(A1.1)より 
(x x X , t= )        (A2.5) 
と表される．このとき物質点 X の近傍の相対的変形は，式(A1.4)により定義される変形勾配テンソル F
を用いて次式で表すことができる． 
( ) ( )x X,F F X,
X
t
t
∂= = ∂  (C→Ct)     (A2.6) 
式(A2.6)は物質点 X近傍の弾塑性変形を表現していると考えられる． 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Z 
Reference configuration 
C0 
Ct 
X 
x 
Cp 
α
Current configuration 
t=t0  V0,ρ0 
t=t  V,ρ 
Elasto-plastic deformation 
Plastic deformation 
Before deformation FP
Fe
F 
t=t  V,ρ 
X
Y  
Fig.A2.2 Decomposition of elasto-plastic deformation 
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 ここで Fig.A2.2に示すように，時刻 tにおいてもう一つの新しい配置 CPを考える．配置 CPは弾塑性
変形している配置から物体要素に加わっている応力を除去してゼロとした場合の配置である(本研究で
は熱の影響は無視しているが，熱を考慮する場合には応力だけでなく温度も基準温度に戻した場合を考
える)．以降 Cpを除応力配置とよぶ．配置 Cpにおける物質点 Xの位置をαとすると，このときの物質点
Xの配置 C0→Cpの運動は次式で表される． 
(α α X , t= )        (A2.7) 
式(A2.7)で表される配置 CPは応力を取り除くことによって弾性ひずみが回復している．したがって物体
内には塑性変形(塑性ひずみ)のみが残っていることとなり，CPは塑性変形のみを示す配置であると考え
ることができる．これらの関係を応力-ひずみ線図上で表すと Fig.A2.3のようになる． 
また同様の関係より，配置 Cp→Ctの写像も存在するので，配置 Cpを基準として 
( ) ( )(x x α, x X ,t= = )t       (A2.8) 
とおける．以上の関係を用いると，次のように物質点 X近傍の弾性変形および塑性変形を別々に表す変
形勾配テンソルF e，F pを考えることができる． 
( ) ( )x αF F α
α
,
,e e
t
t
∂= = ∂   (Cp→Ct)    (A2.9) 
( ) ( )α XF F X
X
,
,p p
t
t
∂= = ∂  (C0→Cp)    (A2.10) 
ここで微分の連鎖則を用いると 
( ) ( ) ( )x X, x α, α X,
X α X
t t∂ ∂ ∂=∂ ∂ ∂
t
     (A2.11) 
という関係式が得られることから，式(A2.6)，(A2.9)，(A2.10)より 
 
 
 
eε
pε
σ
ε
Ct
C0 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Cp 
Fig.A2.3 Relationship between stress-strain curve and configuration  
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( ) ( ) ( )F X, F α, F X,e pt t= ⋅ t
p
     (A2.12) 
式(A2.12)を Leeの弾塑性分解とよぶ． 
 
(b) Leeの弾塑性分解の問題点  
このように Lee の弾塑性分解では，除応力配置 Cpを導入することにより物理的にも明解な弾塑性分
解を可能としている．しかしこの除応力配置 Cp に関していくつかの問題点が指摘されている．ここで
はその概要を以下に示す． 
 
1. 除応力配置 Cpの連続性 
一般に物体の表面に作用している力を除去しても，不均一な塑性変形を受けた物体には残留応力が生
じる．そのためこの残留応力をも含めて応力 0とするためには，物体を細かく分割する必要がある．そ
の結果除応力配置は物体全体に対して連続とはなり得ない．つまり写像(A2.7)は物体内で連続的に定義
される関数とはならず，それにより式(A2.9)，(A2.10)も連続な偏微分関数とはならない．そこで，式(A2.7)，
(A2.8)を物質点 Xの近傍のみで成立すると考え， ,eF F をいずれも点関数として位置づける．すなわち
式(A2.9)，(A2.10)は物質点 Xに関する局所的な変形勾配テンソルであると考えることとする．ただしこ
の仮定は変形勾配テンソルに対する必要十分条件式(A1.7) と合致しない． 
 
2. 除応力配置 Cpの唯一性 
今，剛体回転を正格直交テンソル Rで表すこととする． 
R RT⋅ = I        (A2.13) 
という関係を用いることにより，次式が得られる． 
( ) ( )
F=F F F R R F
F R R F F F
e p e T p
e T p e
⋅ = ⋅ ⋅ ⋅
= ⋅ ⋅ ⋅ ≡ ⋅ˆ ˆ p     (A2.14) 
式(A2.14)は，配置Cpに対して任意の剛体回転を加えた配置を考えても応力 0という状況に変化はなく，
除応力配置が得られることを示す．つまり，弾塑性分解式(A2.12)には唯一性がない． 
 そこで弾塑性分解の唯一性を確保するため，x→αの除応力過程では，回転は起こらないと仮定する(回
転が起こらない変形を選ぶ)．すなわちF eを対称テンソルと限定することで，左極分解を用いて 
F V R Ve e e= ⋅ = e       (A2.15) 
とする．これより式(A2.12)は 
( ) ( ) ( )F X, V α, F X,e pt t= ⋅ t      (A2.16) 
と変形できる．これにより弾塑性分解に唯一性を持たせることが可能となる．ただし，式(A2.15)は任意
に選択できる剛体回転ReのなかからR Ie = となる場合を選択することを意味しているので，弾塑性分
解自体の一般性は失われない．したがってこれ以降弾塑性分解式としては式(A2.16)を用いることとする． 
3. 除応力配置 Cpの時間的変化 
Fig.A2.3から明らかなように，時間とともに弾塑性変形が進行すると，除応力配置 Cpも当然それに伴
って変化する．そのため本来，配置 Cp は基準配置になり得ない．したがって除応力配置を基準配置と
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して定義されるテンソル ( )V の扱いには注意を要する． α,e t
 
4. の不可逆性 ,eV F p
式(A2.11)より明らかなように，V とe F pの順番を入れ換えることはできない．ただしこれは，配置
Cp を配置 Ctから弾性変形だけ取り除いた配置として定義していることに起因する問題であり，塑性変
形が生じてから弾性変形が生じるという変形の順序を示しているのではないことに注意する．当然実際
の変形 X→xでは弾性変形と塑性変形は同時に進行する．  
 
5. ひずみの弾塑性分解 
また除応力配置 Cp に関する議論以外に，弾塑性分解がひずみの形で表されていない点にも注意する
必要がある．たとえば式(A1.16)で定義される Green-Lagrange ひずみテンソル E を考える．式(A1.16)に
式(A1.15)，(A2.16)を代入すると， 
( )12E= F V V F IT Tp e e p⋅ ⋅ ⋅ −      (A2.17) 
となる．ここで 
( )12E V V ITe e e≡ ⋅ −       (A2.18) 
( )12E F F ITp p p≡ ⋅ −       (A2.19) 
という有限弾性ひずみE e，有限塑性ひずみE pを定義すると， 
E=F E F E E ETp e p p e p⋅ ⋅ + ≠ +      (A2.20) 
という関係となる．つまり Leeの弾塑性分解では，ひずみＥを弾性ひずみE eと塑性ひずみE pの和で表
すことができないという問題がある． 
 
 以上のように Leeの弾塑性分解は物理的に明確な理論ではあるが，完全には正当化することができな
いいくつかの問題点が残っている．しかし後に示すように，他の理論に比べて線形弾性体との関係が明
確であるという観点 9)から，以後本理論に立脚して以下の導出を行う． 
 
(c) Leeの弾塑性分解を用いた速度勾配テンソルの表現  
弾塑性構成式は一般に速度形で表される．そこで式(A2.12)に基づいて速度形の弾塑性分解式を導く．
それに先立ち本節では Leeの弾塑性分解を用いた速度勾配テンソル Lの表現を導く． 
まず式(A2.15)に示すV の速度形表現を考える．前節で指摘したようにV は基準配置が時刻とともに
変化することから，Euler表示となる．そこでV に関する Euler表示の物質時間導関数を考えると， 
e e
e
( ) V VV α v
α
,
e e
e t
t
• ∂ ∂= +∂ ∂
p       (A2.21) 
このとき は配置 Cv p pにおける物質点 Xの速度を表す．また一方式(A2.16)より，変形勾配テンソルＦに
関して 
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( ) ( ) ( ) ( ) (F X, =V α F X V α F X, , ,e p e pt t t t• ⋅ + ⋅    ), t    (A2.22) 
という関係が仮定できる．ただしこのとき Euler 表示に関する物質導関数を•，Lagrange 表示による物
質導関数を としている． 
 ところで，弾塑性配置Ctにおける速度勾配テンソル Lは式(A1.27)より 
( ) 1x XL= F F F
X xt
t ∂ ∂= = ⋅∂ ∂
-
 
   
     (A2.23) 
で与えられる．これに式(A2.16)，(A2.22)を代入し整理すると， 
1L=V V V L V-e e e p e
•
⋅ + ⋅ ⋅ 1-       (A2.24) 
ここで 
1 vL F F
α
p
p p p− ∂= ⋅ = ∂
 
      (A2.25) 
であり，除応力配置 Cpにおける物質点 X 近傍の速度勾配を表す．式(A2.24)を用いることにより，変形
速度テンソル Dは次式で表される． 
1 11
2
D= V V V V V V V L L V V V- -Te e e e e e e p p e e
• • ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅  
e   (A2.26) 
これが Leeの弾塑性分解を用いた速度勾配テンソル Lの表現である． 
 
(d) 微小弾性ひずみテンソルの定義  
続いて，微小弾性-有限塑性体で用いる微小弾性ひずみテンソルを定義する．配置CpからCtへの変位，
つまり弾性変形に伴う変位を とすると，次式のように表すことができる． ue
( ) ( )ee t= − = − ≡,u x α x α α u α t,      (A2.27) 
ただし ( )u は除応力配置 Cα,e t pに関して定義された変位ベクトルである．これより，V はαを基準とし
た
e
x ( )の勾配であることから， ( t,x α )=
e
e e ∂ ∂= = = + ≡ +∂ ∂
x uV F I I ε
α α
e      (A2.28) 
という関係が得られる．V が対称テンソルであることから， も対称テンソルである．したがって最
終的に は 
e εe
εe
1
2
u u
ε
α α
Te e
e
  ∂ ∂ = +    ∂ ∂   
       (A2.29) 
という微小変形理論における Cauchy の微小ひずみテンソルに帰着する．ただし式(A2.29)は除応力配置
を参照配置として記述されている． 
(d) Leeの弾塑性分解の速度形表現  
最後に以上の関係を用いて，ひずみ速度の弾塑性分解式を導く．式(A2.28)の物質導関数は， 
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( )V I εe e• ••= + = εe
e
      (A2.30) 
となる．ここで弾性ひずみ が Iに比べて十分小さいという条件を課すと， εe
( ) ( )I ε ε I ε I ε Ie e e e− ⋅ = ⋅ + ≅-      (A2.31) 
という関係が得られるので，これより 
1V I εe− ≈ -        (A2.32) 
となる．式(A2.30)，(A2.32)を式(A2.26)に代入して， を考慮しつつ整理すると， 1εe  
1 2 2 2
2
D ε ε ε ε ε W ε ε W De e e e e p e e p p
• • • = − ⋅ − ⋅ − ⋅ + ⋅ +  
2   (A2.33) 
と変形できる．ただしこのときD p，W はそれぞれ の対称，反対称部分である． p Lp
 本研究で対象としている微小弾性-有限塑性体の場合，塑性変形速度D pは弾性ひずみ速度 ε に比べて
はるかに大きく，通常 100～1000倍と考えられる．したがって弾性ひずみ ε 自体のオーダーが 10
e
•
e -3程度
であることから，式(A2.33)中の弾性ひずみと弾性ひずみ速度からなる二次の項は無視できる程度の大き
さである．したがって，式(A2.33)は次のように簡略化できる． 
D ε W ε ε W De p e e p
•
= − ⋅ + ⋅ + p
p
p
     (A2.34) 
さらに， 
( )ε ε W ε ε We e p e eJ
•
≡ − ⋅ + ⋅
o
     (A2.35) 
という塑性スピンテンソルW に関する の Jaumann速度を導入すると，式(A2.34)は p εe
( )D ε DeJ= +
o
       (A2.36) 
と変形できる．さらに式(A1.26)に式(A2.24)，(A2.28)，(A2.30)，(A2.32)を代入して，式(A2.33)と同様な
微小項の省略を行うと， 
W W D ε ε Dp p e e P≈ − ⋅ + ⋅      (A2.37) 
という近似式が得られ，これを式(A2.35)に代入し整理することにより， 
( )ε ε W ε ε We e e eJ
•
≈ − ⋅ + ⋅
o
      (A2.38) 
という関係が得られる．これより，微小弾性ひずみ速度に関しても配置 Ctのスピンテンソル W に関す
る Jaumann 速度に変形することができた．式(A2.36)，(A2.38)が弾塑性分解式(A2.16)の速度形表現であ
り，物理的意味が明解な変形速度テンソル Dの弾塑性分解式である 9),15)．なお，式(A2.36)は物質客観性
の原理を満たす分解式となっている． 
 しかし式(A2.36)で示される弾塑性分解式は，塑性変形速度D pが微小弾性せん断ひずみの影響を受け
る(つまり弾性域の変形によって分解の仕方が変わってくる)一意性のない分解式であることが後藤によ
って指摘されている 8)．また塑性変形速度D pは任意のスピンテンソルに対して無数に定義できることも
同時に指摘しており，式(A2.36)に示される Dの線形分解は無数にある分解方法の一つに過ぎないと結論
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づけている 8)． 
 しかしこの弾塑性分解に関する問題は未だもって解決されていないように思われる．したがって今後，
より妥当性のある理論の追求が必要と考えられる． 
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A3 圧力に関する自己随伴条件 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
A3.1 自己随伴負荷速度1),2) 
 圧力や遠心力のように，物体の変形に依存して大きさや方向が決定される外力を追従力とよぶ．通常
このような追従力にはポテンシャルが存在せず (すなわち追従力は保存力ではなく)，その結果荷重剛性
マトリクスは非対称となる．しかしある種の条件下においてのみ追従力に関してポテンシャルが存在し
(すなわち追従力が保存力となり)，その結果荷重剛性マトリクスは対称となる．本節ではまず，一般的
な追従力に関してポテンシャルが存在する時に満たすべき条件を示す．これを受けて続くA3.2節では，
本研究で取り扱う圧力を対象としてポテンシャルが存在する際に満たすべき条件について考察する．た
だし本章では，本論文中で取り扱っている速度形の仮想仕事を対象とした定式化を行う． 
 式(2.49)に準じて，次のような追従力に関する仮想仕事 を考える． extWδ
t v
c
ext S
W dδ = ∆ ⋅∫ % Sδ       (A3.1) 
ただしここで用いる記号は第 2 章と同様である．ここでは増分形で示しているが，2.2 節で示したよう
に速度形と本質的には変わらない． t%は公称表面力ベクトル(公称応力ベクトル)を表し，次式のように
定義される． 
  
ft= td ds ds
ds dS dS
=%       (A3.2) 
このとき dfは現配置において作用している力を，dsは現配置における微小面積を，また dSは基準配置
における微小面積を表している．式(A3.2)より， 
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  ( )t= t t t t+ t vC Dds ds ds
dS dS dS
∆ ∆ ∆ = ∆ + ≡ ∆ ∆  
% % %    (A3.3) 
という関係式の成立を仮定することができる．ここで tC∆ %は変形速度 には無関係で物体の外部から制
御される項を表し，また
v
( )t vD∆ % は変形速度 vに依存する項を表す．つまり，公称表面力増分は変形速
度には無関係な項と変形速度の関数となる項の和の形で表すことができるとする．ここで次式が成立す
るとき，表面力は自己随伴であるとよぶ． 
  ( ) 0t v t v
c
D D
S
dS′ ′∆ ⋅ − ∆ ⋅ =∫ % %      (A3.4) 
ただしvと はともに v′
  v v v′= =    on       (A3.5) uS
を満足するある一つの平衡状態からの異なる可容速度場であり， tD∆ %はvに， t ′∆ %D はv にそれぞれ対応
して定められる．ここでさらに， 
′
         (A3.6) v v v′ − ≡ ∆
  (t tD D′∆ − ∆ ≡ ∆ ∆% % )t%       (A3.7) 
とおくと，式(A3.4)は 
  ( )( 0t v t v
c
D D
S
dS∆ ⋅∆ −∆ ∆ ⋅ =∫ % % )      (A3.8) 
と変形することができる．式(A3.8)中の速度差を表す∆は， v∆ が微小な場合変分記号δ に置き換えるこ
とができる．したがって式(A3.8)は次式のように変形できる． 
  ( )t v t v
c c
D D
S S
dS dSδ δ∆ ⋅ = ∆ ⋅∫ ∫% %      (A3.9) 
これより， 
  ( )t v t v t v
c c c
D D D
S S S
dS dS dSδ δ∆ ⋅ = ∆ ⋅ − ∆ ⋅∫ ∫ ∫% % δ%    (A3.10) 
という関係を考慮すると， 
  
1
2
t v t v
c c
D D
S S
dS dSδ δ∆ ⋅ = ∆ ⋅∫ ∫% %      (A3.11) 
となる．つまり，表面力が式(A3.4)を満たす場合(すなわち自己随伴である場合)，表面力増分のうち変形
速度の関数となる項に関して式(A3.11)のようにポテンシャルを定義することができ，その結果 
  
1
2
t v t v t v
c c c
C D
ext S S S
W dS dSδ δ δ  = ∆ ⋅ = ∆ ⋅ + ∆ ⋅  ∫ ∫ ∫% % dS%   (A3.12) 
  
1
2
t t
c
C D
ext S
W  ∆ + ∆ ⋅ ∫ % %      (A3.13) vdS∴ = 
という表面力ポテンシャルを定義することができる．以上より，式(A3.4)に示した自己随伴条件式が表
面力に関するポテンシャルの存在条件式であり，これを満たす場合に荷重剛性マトリクスが対称となる
ということができる． 
逆に式(A3.13)のようにポテンシャルが存在しても， tD∆ %およびvが線形の場合のみδ と の置き換え
が可能となる．つまり，自己随伴条件が満足されるのはポテンシャルが存在し，かつ
∆
t%D および が線∆ v
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形の場合のみである．ただし速度形の定式化の枠組みでは tD∆ %およびvは常に線形である． 
(F
 
F
 
A3.2 圧力に関する自己随伴条件2) 
前節を踏まえて，外力として圧力を負荷する場合に関する自己随伴条件を導き，実際に自己随伴条件
が満たされ荷重剛性マトリクスが対称となる場合を示す． 
物体表面に外力として圧力 pが作用する場合，式(A3.2)で定義される公称表面力ベクトル t%は次式で
表すことができる． 
    
ft= nd ds dsp
ds dS dS
= −%       (A3.14) 
ただしここで用いている記号は 3.3節および A3.1節と同様である．またここでは変形開始前の状態を基
準配置としている．式(A3.14)に対して Nansonの公式を用いると， 
   ( )dett= n F F N F NTdsp p pJ
dS
−− = − ⋅ = − ⋅% T−    (A3.15) 
となる．このとき Fは変形開始前の状態を基準配置とする変形勾配テンソルを，Jは基準配置から現配
置に至るまでの体積変化率を，また N は基準配置における外向き単位法線ベクトルを表している．式
(A3.15)の時間微分をとると， 
   ( ) )t= F N F N F N NT T TpJ pJ pJ pJ− − − −− ⋅ = − ⋅ − ⋅ − ⋅   & &% & &   (A3.16) T
となる．ただし前述のように本論文の枠内では速度形と増分形は本質的に等価であることに注意する．
ここで 
  ( ) ( )I F F F F F F 0T T T T T T− − −= ⋅ = ⋅ + ⋅ = & &    (A3.17) 
を考慮すると， 
( )F F F FT T T− −= − ⋅ ⋅  & T−       (A3.18) 
という関係が得られる．さらに，式(A1.62)，(A1.64)より， 
( )1L F FJ Jtr Jtr −= = ⋅& &       (A3.19) 
という関係が得られる．これら式(A3.18)，(A3.19)を式(A3.16)に代入すると，次式のように変形できる． 
( )1t= F N F F F N F FT T TpJ pJtr pJ− − − −− ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅& &% &  (A3.20) NT T− ⋅&
このとき式(A3.20)の各項は，変形速度 とそれぞれ次のような関係にある． v
・ F NTpJ −− ⋅&  
p& が物体の外部から制御されるため，変形速度 には無関係 v
・ ( )1F F F NTpJtr − −− ⋅& ⋅  
( )1 xF F Ltr tr−⋅ = = ∇& v⋅ という関係から，変形速度vの線形関数 
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・ F F F NT T TpJ − −⋅ ⋅ ⋅&  
( )F F F F L F F L FTT T T T T T− − − −⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅& T−   → xL v= ⊗∇ という関係から，変形速度v
の線形関数 
したがって以上の関係より，式(A3.3)の表記方法にならうと式(A3.20)は 
  t= F NC pJ −−&% & T ⋅        (A3.21) 
  ( )1t= F F F N F F FD T TpJtr pJ− − − −− ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅& &% NT T ⋅&    (A3.22) 
のように変形速度に依存する項 tD &%と依存しない項 tC &%に分けることができる．updated Lagrangian形式で
用いるために現配置と基準配置を一致させると，式(2.15)より 
t = nC u p−&% &        (A3.23) 
( ) ( )( ) ( )t = L n F n L n L nTD u Ttp tr p t p tr p− + ⋅ = − +& &% ⋅   (A3.24) 
ただし上付添え字 uは現配置と基準配置を一致させた後の表面力ベクトルであることを示す．前述のよ
うにF& および はvに対して線形であることから，L ,t tD D u& &% % は に対して線形な関数となっていることに
注意する．式(A3.23)，(A3.24)から，
v
tC u&% ， tD u&% はそれぞれ 3.3 節における圧力の大きさに関する速度，
および圧力の方向変化に関する速度に対応している． 
 以上より，圧力に関する公称表面力速度を変形速度 に依存する項と依存しない項に分類することが
できた．つづいて，外力として圧力が作用する場合の自己随伴条件式を導出し，それによりポテンシャ
ルを定義できる具体的な条件を考察する．まず式(A3.8)において現配置と基準配置を一致させると， 
v
   ( )( 0t v t v
c
D u D u
s
ds∆ ⋅∆ −∆ ∆ ⋅ =∫ % % )     (A3.25) 
式(A3.25)に式(A3.24)および先に示した関係式を代入して整理すると， 
 
( )( )
( ){ } ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( ){ }
0
x x x x
t v t v
n v L I L v L I L
n v v v v v v v v
c
c
c
D u D u
s
T T
s
s
ds
p tr tr ds
p ds
∆ ⋅∆ −∆ ∆ ⋅
 = ⋅ ∆ ⋅ − + − ⋅ −∆ + ∆ 
= ⋅ − ∇ ⋅ ∆ + ∆ ⋅ ∇ ⊗ + ∇ ⋅∆ − ⋅ ∇ ⊗∆
=
∫
∫
∫
% %
  (A3.26) 
ここで， 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )x x x x× v× v v v v v v v v v∇ ∆ = ∇ ⋅∆ − ⋅ ∇ ⊗∆ − ∇ ⋅ ∆ + ∆ ⋅ ∇ ⊗x   (A3.27) 
という関係を用いることにより，式(A3.26)は 
( )( )
( ){ } ( ) 0x
t v t v
n v v n v v
c
c c
D u D u
s
s s
ds
p ds p rot
∆ ⋅∆ −∆ ∆ ⋅
= ⋅ ∇ × ×∆ ≡ ⋅ ×∆
∫
∫ ∫
% %
ds =
  (A3.28) 
と変形できる．さらに Stokesの定理， 
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( )a b a r
S C
rot ds d⋅ = ⋅∫ ∫       (A3.29) 
( d ：曲面 Sを囲む閉曲線 C上に半時計回りにとった微小ベクトル)  r
を用いることにより，最終的に 
( ) 0v v r
cc
p d×∆ ⋅ =∫       (A3.30) 
( d ：曲面r cs を囲む閉曲線 cc 上に半時計回りにとった微小ベクトル) 
という関係式が得られる．これが外力として圧力が作用する場合の自己随伴条件式である．すなわち，
式(A3.30)が満たされるときに自己随伴条件式が満足され(つまりポテンシャルが存在し)，その結果荷重
剛性マトリクスが対称となる． 
 式(A3.30)が満たされるのは，以下の四通りの場合である． 
(a) 曲面 cs を囲む閉曲線 上で の場合 (閉曲線cc v 0∆ = cc 上で速度が完全固定されている場合) 
(b) 曲面 cs を囲む閉曲線 上でvと が平行，つまりcc v∆ v v 0×∆ = の場合 (対称面条件が与えられている
場合) 
(c) 曲面 cs を囲む閉曲線 上で と が直交，つまりcc v v×∆ rd ( )v v rd 0×∆ ⋅ = の場合 (対称面条件が与えら
れている場合) 
(d) 曲面 cs を囲む閉曲線 が存在しない場合 cc
つまり圧力が自己随伴かどうかは，閉曲線 cc 上の境界条件のみから決定される． 
以上の自己随伴となるための条件をチューブハイドロフォーミングに当てはめて考えると，閉曲線
は管端部の内側表面に相当する．したがって管端部の境界条件のみで荷重剛性マトリクスが対称である
か非対称であるかが決定されることとなる．具体的に本論文中で取り扱った解析の場合について考察す
る．第 5章における型張り出し成形解析では，閉曲線 上では管端部における完全固定の境界条件(上記
(a)の条件)および面対称境界条件(上記(b)，(c)の条件)が与えられていることから，自己随伴となりその結
果荷重剛性マトリクスは対称となる．第 6,7 章における自動車用実部品解析では，閉曲線
cc
cc
cc 上では管端
部において軸方向のみに成分を有する変位境界条件(上記(b)の条件)が与えられていることから，その結
果やはり荷重剛性マトリクスは対称となる． 
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A4 従来の接触探索アルゴリズム 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
A4.1 Node to segment algorithm1) 
 これは初期に開発されたアルゴリズムであり，広く知られている手法の一つである．このアルゴリズ
ムでは材料節点から最短の距離にある工具要素を接触ペアと見なす．つまり，材料節点から工具要素へ
垂線を下ろし，その足が工具要素上にあるかどうか，またその要素に潜り込んでいるかどうかを探索す
る． 
 この手法では，ローカルサーチを二つのステップに分けて行う．まず接触している，していないに関
わらず，考えている工具要素が実際に接触ペアとなるかどうかチェックする．Fig.A4.1 に示すように工
具要素 Tを構成する工具節点を 1X ， 2X ， 3X ， 4X とし，このうちで材料節点 xと最も近い節点を 1X と
する．また工具節点 1X における工具面法線ベクトルを n とする．まず，次式が満たされるかどうかチ
ェックする． 
( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 1 20, 0a p a a a p p a× ⋅ × ≥ × ⋅ × ≥    (A4.1) 
ただし， 
  4 12
4 1
−= −
X Xa
X X
， 21
2 1
1−= −
X Xa
X X
     (A4.2) 
( )p g g n= − ⋅ n， 1= −g x X      (A4.3) 
1 2
1 2
a an=
a a
×
×        (A4.4) 
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( )p ,ξ η
g
1a
2a
n
1X
2X
3X
4X
s
x
Tool element T 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fig.A4.1 Node to segment algorithm 
 
 
 
である．式(A4.1)によって，節点 xを n方向に射影した点が当該工具要素上にあるかどうかを確認する
ことができる．これらの関係が満足される場合，材料節点 xは工具要素 Tと接触ペアになると判断する．
接触ペアにならないと判定された場合は，次の工具要素との計算にうつる．ここでさらに， 
( )1 2 0a a g× ⋅ ≤        (A4.5) 
を満たす場合，材料節点 xは工具要素 Tに潜り込んでいるとし，工具と接触していると判定する．そし
て続いて，以下に示す工具要素上での接触点位置ベクトルおよび工具面法線ベクトルを求める計算にう
つる． 
 工具要素が四角形一次要素により構成されている場合を考える．材料節点の位置ベクトル x，工具要
素上への垂線の足の位置ベクトル(工具要素上の接触点)を s，とすると，次式の関係が成立する． 
( ) 0s s xξ
∂ ⋅ − =∂        (A4.6) 
( ) 0s s xη
∂ ⋅ − =∂        (A4.7) 
ここで ( ),ξ η は自然座標を表す．四角形要素は通常平面ではなく三次元的に曲率を持った面となる．ま
たそれにより四角形一次要素の形状関数は ( ),ξ η に関して双一次の関数となる．したがって式(A4.6)，
(A4.7)は一般に解析的には解くことができない．そこで Newton-Raphson法を用いて数値的に解くことを
考える．位置ベクトル sを Taylor展開し，二次以上の微小項を無視すると， 
( , ) s ss si iξ ξ η η ξ ηξ η
∂ ∂+ ∆ + ∆ = + ∆ + ∆∂ ∂  (ただし， ( , )s s i iξ η≡ )  (A4.8) 
これを式(A4.6)に代入して整理すると， 
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( )
22
0s s s s ss x η ξξ ξ η ξ ξ η
   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂− ⋅ + ∆ + ∆ + ∆ =   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  
η   (A4.9) 
同様に式(A4.7)について 
( )
22
0s s s s ss x ξ ηη ξ η η ξ η
   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂− ⋅ + ∆ + ∆ + ∆ =   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  
ξ   (A4.10) 
式(A4.9)，(A4.10)を連立させてマトリクス形式で表すと， 
( ) ( )
2
2
0
0
s s
s s s x s x
s ss
ξ
s
ξ ξ η ξ
ηξ η
η ηξ η
  ∂ ∂        ∆∂ ∂ ∂   ∂ ∂     + − ⋅ = − − ⋅       ∂ ∆∂ ∂ ∂           ∂ ∂∂ ∂       
∂
∂ ∂  (A4.11) 
式(A4.11)を解くことにより ( ),ξ η∆ ∆ を求め， 
1 1,i i i iξ ξ ξ η η+ += + ∆ = + ∆η  
として十分に収束するまで繰り返し計算を行う．反復計算が収束しない場合に備えて，通常繰り返し数
は最大 10回程度とする．この収束した点 sが，工具面上の接触位置となる． 
 工具要素が三角形一次要素である場合，要素は完全な平面となり形状関数も線形となる．三角形一次
要素の形状関数(面積座標)を ( )1 2,L L と表すと位置ベクトル sは 
(1 1 2 2 1 2 31L L L L+ + − −s= X X X)      (A4.12) 
と表すことができる．ここで， iX は工具節点 i の位置ベクトルを表す．これを式(A4.6)，(A4.7)に代入
して整理すると， 
1 1 1 3 1 2 1 3 1 1 31
1 2 2 3 2 2 2 3 2 2 32
L
L
⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅    =     ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅    
X X X X X X X X x X X X
X X X X X X X X x X X X
 (A4.13) 
式(A4.13)より明らかなように，三角形要素の場合は線形な方程式となり，解析的に解くことができる． 
 以上の計算により得られる ( )1 2,L L を用いて，次式から工具要素上での接触点 s,および工具面法線ベク
トル Vsを求める． 
i i
i
L=∑s X        (A4.14) 
s s
V
s ss
ξ η
ξ η
∂ ∂×∂ ∂= ∂ ∂×∂ ∂
       (A4.15) 
 前述のように本アルゴリズムは広く知られた手法であり，汎用コードでも用いられている 2)．このア
ルゴリズムでは材料節点から最短の距離にある工具要素を接触ペアとみなし，その距離を厳密に計算し
て求めているため，計算の正確性は満たしているといえる．しかしその一方で厳密に幾何学的な位置の
計算を行うために反復計算を用いているため，一回のローカルサーチにかかる計算を増大させる結果と 
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なる．また反復計算で用いる初期値も収束性に大きく影響し，場合によっては収束せず探索ミスとなる
場合もある．特に Fig.A4.2に示したようなアスペクト比の大きい要素の場合収束しづらい．ただし，工
具要素として三角形要素を用いる場合は，前述のように解析的に接触点を求めることができるためこの
問題は発生しない． 
また，本手法では材料節点から垂線を下ろしたときの射影点を工具要素上の接触点と定義するため，
接触しているにもかかわらずどの要素上にも射影されない死角(dead zone)が発生する(4.7節参照)．した
がって dead zoneにより接触ペアが見つからない場合や，接触ペアとなりうる候補が複数生じる場合が
あるため，これらに起因する探索ミスを引き起こさないような対応策が必要となる． 
 
A4.2 Pinball algorithm3),4) 
 Fig.A4.3 に示すように，工具要素および材料要素を要素重心を中心とした球と近似し，球同士が重な
り合うかどうかで接触の判定を行う．このとき球の体積と要素体積が一致するように球の半径を決定す
る．したがって，三次元問題の場合は要素としてソリッド要素を用いることが前提となり，シェル要素
を用いる場合にはさらなる工夫が必要となる．本手法では球の中心間の距離を求めるだけで接触判定，
潜り込み量の計算を行うことができ，また反復計算を行うことなく高速に接触探索を行うことができる．
また dead zoneの問題も発生しない．しかし厳密に工具要素-材料節点間での接触状況を探索するわけで
はなく，互いの接触面を球面の集合として探索するため，明らかに探索の精度はよくない．球を小さく 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fig.A4.2 Tool model with elements of large aspect ratios 
Slave segment 
Master segment 
Spheres with same volumes
as those segments 
Fig.A4.3 Pinball algorithm 
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して一つの要素に対して複数の球を設けることで精度を向上させようという試みもなされているが，
THF／プレス成形のように工具と材料間で接触，離脱が頻繁に起こる問題には不向きであると言える． 
 
A4.3 Inside-outside algorithm5) 
 本アルゴリズムでは，材料節点 xに関する法線ベクトルV を式(4.4)等から求め，これを材料節点から
発する射影ベクトルとして用いる．シェル要素を用いる場合は各材料節点のファイバーベクトルを射影
ベクトルとして用いることも可能である．材料節点から発する射影ベクトルと工具要素の交点を
x
pとす
る．まず，交点 pが当該工具要素内に存在するかどうかをチェックすることにより，接触ペアの判定を
行う．Fig.A4.4のように， 
1V V gai ax= ×        (A4.16) 
で与えられるベクトルV を求める．ただし，ベクトルV は式(A4.2)と同様の手続きによって得られる．
さらに 
ai 1
V Va aid = ⋅ x        (A4.17) 
で与えられるスカラー量d を求める．d は射影ベクトルV と工具要素 Tの交点a a x pが辺 abよりも要素側
にあるかどうかを示す指標であり， の場合辺 ab よりも要素側となる．式(A4.16)，(A4.17)の計算
の結果全ての辺について要素側という結果が得られた場合，交点
0da ≤
pは当該工具要素内に存在することと
なり，この材料節点 xと工具要素 Tは接触ペアになると判定される．すでに工具に食い込んでいる場合
は，上記の計算は全ての辺について要素の外側という結果となり，この場合も接触ペアになると判定す
る． 
 以上の計算により接触ペアが見つかった後，交点(工具要素上の接触点) pの位置ベクトルを四角形一
次要素の内挿により求める．本アルゴリズムでは自然座標系における座標値 ( ),ξ η を厳密に求めること
はせずに，工具要素が三角形，四角形に関わらず面積座標を用いて形状関数値を算出する．特に四角形
要素の場合には Zhongら 6)によって提案された四角形要素に対する面積座標を用いた近似的な形状関数
値の算出法を用いている．本算出法によれば，Fig.4.12(Fig.A4.5)のように材料節点 x から工具要素 T 上
へ射影した点が sとすると，点 sにおける形状関数値は面積座標を用いて近似的に次式で与えられる． 
 
 
 x
1V
2V
Vai
a b
cd
gax
p
Vx
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fig.A4.4 Inside-outside algorithm 
 
― A-32 ― 
APPENDICES 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
s
a∆
b∆
c∆
d∆
x
a 
b
c 
d
Fig.A4.5 Approximated area coordinate system proposed by Zhong, et. al16) 
 
 
a b cN ∆ ∆= ∆        (A4.18) 
b c dN ∆ ∆= ∆        (A4.19) 
c d aN ∆ ∆= ∆        (A4.20) 
d a bN ∆ ∆= ∆        (A4.21) 
ただし， 
( ) (a c b d∆ = ∆ + ∆ ∆ + ∆ )       (A4.22) 
各面積 には式(A4.17)で求められた d を用いる． i∆ i
 前述のように工具要素として四角形要素を用いる場合，接触点における形状関数値を求めるにはNode 
to segment algorithmのように反復計算を用いる必要がある．しかし本アルゴリズムでは上記の面積座標
による手法を用いることにより，工具面形状が四角形要素で記述されている場合も反復計算を用いるこ
となく位置ベクトルを求めている．また本アルゴリズムでは材料節点から工具要素への射影には各材料
節点固有のベクトルを用いるため，dead zoneの問題も発生しない．そのため，非常に安定した接触探索
を行うことができる． 
 しかし，ここで用いている四角形要素に対する面積座標による近似的な形状関数値算出法は，あくま
でも計算を容易に行うための近似式であり，場合によっては実際の値と大きく異なってくる．また各面
積の大きさとして を用いることも一つの近似であり，三角形要素，四角形要素のいずれを用いる場合id
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も精度低下を招くおそれが大きい． 
 
A4.4 従来のITAS3Dにおける探索アルゴリズム 
4.2 節で示したように，工具面形状が有限要素メッシュで表現されている場合，工具面法線ベクトル
は各工具節点上で平均化される場合が多い．この場合解析モデルにおける工具面形状は，工具要素その
ものではなく工具面法線ベクトルが規定することとなる．したがって，材料要素から発せられる射影ベ
クトルと拘束条件として与えられることとなる工具面法線ベクトルが平行になるように工具要素上の
接触点を求める方法が，幾何学的に最も正確な接触点の定義であると考えられる． 
このような観点から Kawka らは，射影ベクトルと，射影ベクトルと工具要素の交点(工具要素上の接
触点)における工具面法線ベクトルが平行になるまで反復計算を行う方法を提案し，ITAS3Dに組み込ん
だ．この様子を Fig.A4.6に示す．本アルゴリズムは次のような手順をとることにより接触判定を行う． 
 
①材料節点から発する射影ベクトルと交点における工具面法線ベクトルが平行になるまで反復計算を
行う(接触ペアの探索) 
 Fig.A4.6に示す工具要素上の点 X tは工具要素を構成する節点からの内挿として，次式で表される． 
( ) ( )
( ) ( )
1 1 1 1 2 2 2 2
3 3 3 3 4 4 4
1 1
4 4
1 1
4 4
t
i i i i i i i i i i
i i i i i i i
X N X X X X X X X X X
X X X X X X X X
α α
α ξ η ξη ξ η ξη
ξ η ξη ξ η ξη
= Σ = − − + + + − −
+ + + + + − + − 4i
 (A4.23) 
これを変形すると， 
 
 
 
1X
2X
3X
4X
4V
1V
2V
3V X p
X t
V tp
V t X
V
t
t
× 
 
 
 
：contact point on tool 
：tool normal vector at Xt 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fig.A4.6 Local search algorithm employed in conventional ITAS3D 
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( ) ( )
( ) ( )
1 2 3 4 1 2 3 4
1 2 3 4 1 2 3 4
1 1
4 4
1 1
4 4
t
i i i i i i i i i i
i i i i i i i i
X N X X X X X X X X X
X X X X X X X X
α α
α ξ
η ξη
= Σ = + + + + − + + −
+ − − + + + − + −
 (A4.24) 
これは同様に接触点 X tにおける工具面法線ベクトルV についても成立し， t
( ) ( )
( ) ( )
1 2 3 4 1 2 3 4
1 2 3 4 1 2 3 4
1 1
4 4
1 1
4 4
t
i i i i i i i i i i
i i i i i i i i
V N V V V V V V V V V
V V V V V V V V
α α
α ξ
η ξη
= Σ = + + + + − + + −
+ − − + + + − + −
  (A4.25) 
となる．一方材料節点 X pから工具要素に対して発したベクトルをV とすると， tp
V X Xtp p t= −        (A4.26) 
のように表される．このとき， 
V V//tp t         (A4.27) 
という関係を満たすV が求めるべき解となる．つまり，射影ベクトルV と工具面法線ベクトルV が平
行になるように，接触点
tp tp t
X tを求める． 
 式(A4.27)は 
V Vtp t× = 0        (A4.28) 
のように外積を用いて表すこともできる．これを変形すると，  
1 2 3
1 2 3
i j k
V V Wtp t tp tp tp
t t t
V V V
V V V
× = ≡ = 0      (A4.29) 
このとき， ( ), ,i j k は全体座標系の基底ベクトルである．式(A4.29)のWを成分表示すると 
( )
( )
( )
1 2 3 3 2
2 3 1 1 3
3 1 2 2 1
0
0
0
,
,
,
tp t tp t
tp t tp t
tp t tp t
W V V V V
W V V V V
W V V V V
ξ η
ξ η
ξ η
= ⋅ − ⋅ =
= ⋅ − ⋅ =
= ⋅ − ⋅ =
     (A4.30) 
となる．式(A4.30)の各式は ( ),ξ η の二変数関数なので，任意の二式を連立して解くことで解が得られる． 
 ここでは W1と W2を連立させて解く場合を考える．W1と W2はそれぞれ ( ),ξ η に関して四次の方程式
であるので，Newton-Raphson 法を用いて繰り返し計算を行う．W1と W2を Taylor展開すると， 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2 21 11 1 W WW W Oξ η ξ ηξ ξ η η ξ η ξ η ξ ηξ η∂ ∂+ ∆ + ∆ = + ∆ + ∆ + ∆ ∆∂ ∂, ,, , ,  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ 22 22 2 W WW W Oξ η ξ ηξ ξ η η ξ η ξ η ξ ηξ η∂ ∂+ ∆ + ∆ = + ∆ + ∆ + ∆ ∆∂ ∂, ,, , , }2  (A4.31) 
これをマトリクス表示して， 
( )
( )
( )
( )
( ) ( ){ }
( ) ( ){ }
1 1 2 2
1 1
2 2
2 2 2 2
W W
OW W
W W W W O
ξ ηξ ξ η η ξ η ξ η ξ
ξ ξ η η ξ η η ξ ηξ η
∂ ∂     ∆ ∆   + ∆ + ∆ ∂ ∂ ∆      = + +      + ∆ + ∆  ∂ ∂ ∆        
 ∆ ∆   ∂ ∂ 
,, ,
, , ,
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( )
( )
1 1
1
2 2 2
0
0
W W
W
W W W
ξ η ξ η ξ
ξ η η
ξ η
∂ ∂    ∂ ∂ ∆      ≈ +    ∂ ∂ ∆       ∂ ∂ 
,
,
=  
  (A4.32) 
式(A4.32)より 
( )
( )
1 1
1
2 2 2
W W
W
W W W
ξ η ξ η ξ ξ
ξ η η η
ξ η
∂ ∂    ∂ ∂ ∆ ∆     = − ≡ −     ∂ ∂ ∆ ∆       ∂ ∂ 
,
,
J

   (A4.33) 
したがって 
( )
( )11 2
W
W
ξ ηξ
ξ ηη
−  ∆   = −  ∆     
,
,
J        (A4.34) 
という関係が得られる．これより， 
1
1
k k
k k
ξ ξ ξ
η η η
+
+
∆     = +     ∆    
      (A4.35) 
として繰り返し計算を行う．このとき， 
0
0
ξ
η
∆  ≈  ∆  

       (A4.36) 
を収束条件とする．ITAS3Dでは，最大 20回を限度として繰り返し計算を行う． 
 式(A4.33)におけるヤコビアン Jの各成分はそれぞれ次式で与えられる． 
( ) ( )3 31 22 2 3 3 3t tt t2 2p t t p tV XW X VX X V X X Vξ ξ ξ ξ∂ ∂∂ ∂ ∂= − − − − +∂ ∂ ∂ ∂ tξ∂   (A4.37) 
( ) ( )3 31 22 2 3 3 3t tt t2 2p t t p tV XW X VX X V X X Vη η η η∂ ∂∂ ∂ ∂= − − − − +∂ ∂ ∂ ∂ tη∂   (A4.38) 
  ( ) ( )3 32 13 3 1 1 1t tt t1 3p t t p tX VW VX X V X X Vξ ξ ξ ξ∂ ∂∂ ∂= − − − − +∂ ∂ ∂ ∂ tXξ∂∂   (A4.39) 
  ( ) ( )3 32 13 3 1 1 1t tt t1 3p t t p tX VW VX X V X X Vη η η η∂ ∂∂ ∂= − − − − +∂ ∂ ∂ ∂ tXη∂∂   (A4.40) 
式(A4.37)～(A4.40)に式(A4.24)，(A4.25)で与えられる X t，V を代入することにより，ヤコビアン Jの各
成分を求めることができる． 
t
 以上の計算により，材料節点から発する射影ベクトルと工具要素との交点(工具面上の接触点) X tおよ
びその点における工具面法線ベクトルV を求める．そして交点t X tが工具要素内にあった場合，その材
料節点と工具要素は接触ペアになると判定される．交点 X tが工具要素外であった場合は，その工具要
素とは接触ペアにならないと判定され，次の工具要素との探索にうつる． 
 
②工具に潜り込んでいるかどうか判定する(接触判定) 
 これまでの作業によって接触ペアが見つかった場合，続いて実際に潜り込んでいるかどうかのチェッ
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ク，すなわち実質的な接触判定を行う．交点における工具面法線ベクトルV と材料節点からのベクトル
を用いて 
t
V tp
V Vtp tF = ⋅        (A4.41) 
で与えられるスカラー量 Fを求める．このとき 
0F <         (A4.42) 
であれば工具面法線ベクトルV と射影ベクトルV は逆方向を向いていることとなる．つまり，材料節
点は工具に潜り込んでいることとなり，その結果接触していると判定される．式(A4.42)が成り立たない
場合は，材料節点はまだ工具に潜り込んでいないことから，接触しないと判定される． 
t tp
 これまで示した定式から明らかなように，本アルゴリズムでは幾何学的に正確な接触点の定義を行っ
ており，また材料節点からの射影ベクトルを用いているため，dead zone の問題も発生しない．また
Inside-outside algorithmや Pinball algorithmで用いているような計算速度を上げるための近似を導入して
いないため，計算精度も高い．しかし Newton-Raphson 法に基づく反復計算を行っているため，計算時
間や繰り返し計算の収束性等問題が残っている． 
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A5 Stören-Riceの局所くびれ理論 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Stören-Rice の局所くびれ理論(以下，S-R 理論)1),2),3)は，分岐理論の立場から板材の局所くびれを予測
する理論である．ここでいう”分岐”とは，ある変形解析を考えた場合に与えられた境界条件下で解が唯
一ではなくなる場合のことを示す*1．  
 準静的で一様な応力・ひずみ場で塑性変形してきた均質な板材を考える．ここでは平面応力状態を仮
定して，板厚方向の物理量変化は無視することとする．このとき Fig.A5.1に示すように，板材の微小要
素において板厚程度の帯状域の幅方向に，周囲とは不連続な塑性変形が発生したと仮定する．ただしこ
のとき帯状域の外側はそれまでの一様変形が継続されるとする．本理論ではこの帯状域の不連続変形が
局所くびれへと成長すると考える．つまりこのような帯状域の不連続変形の発生を，局所くびれ発生条
件とする．不連続変形が発生しうるということは，全域で一様な変形が継続的に発生する場合以外にも
う一つの速度場が発生しうることを示す．このような意味において，本理論における局所くびれ発生条
件は局所分岐発生条件と解釈される．以下，詳細な定式化を示す． 
 まず本理論で前提としている二つの仮定を示す． 
仮定 1 Fig.A5.1より，帯状域に対する単位法線ベクトルnは図中の角度φを用いて次式のように表すこ
とができる． 
  1
2
cos
sin
n
n
φ
φ
   =             (A5.1) 
ここで帯状域内外の諸物理量の差を で表すと，速度成分v の差∆ i iv∆ は， 
*1
その他の例としては，圧縮応力場下での座屈現象や，単軸引張り下でのくびれ現象などが挙げられる． 
― A-38 ― 
APPENDICES 
φ
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Fig.A5.1 Localized necking in thin sheet in S-R theory  
 
 
( ) ( ) ( )( ), , 1 2cos sin x ni i in i out i i j j iv v v f x x f x n fφ φ∆ = − = + ≡ = ⋅  (sum on j; i, j=1,2) (A5.2) 
と表すことができると仮定する．ここで添え字の in，outはそれぞれ帯状域内外の量であることを示す．
式(A5.2)は速度成分の差 が帯状域の法線方向座標の関数であることを示し，不連続の状況が帯状域の
接線方向には変化しないことの数学的な表現である．式(A5.2)より，速度勾配テンソルの差
iv∆
ijL∆ は， 
  
( )( ) ( )( )
( )
( )
( )
i k k i k k k ki
ij
j j k k
i k k j i j
f x n f x n
j
x nvL
x x x n x
f x n n g n
  ∂ ∂ ∂∂∆ = ∆ = =  ∂ ∂ ∂ ∂ 
′= ≡
  (A5.3) 
となる． 
 
仮定 2 本理論では，板厚方向の物理量変化を無視した平面応力状態を仮定する．この場合，帯状域の
不連続変形が発生する直前までは全域で一様変形であることから，次式のような板厚方向の合力に関す
る平衡方程式の成立を仮定することができる． 
( )
0ij
i
h
x
σ∂ =∂  (i,j=1,2)      (A5.4) 
ここで hは Fig.A5.1に示すように板厚を表し，また ijσ は Cauchy応力を表す．板材の各点における時間
変化率h, ijσ& & を考えた場合，帯状域の不連続変形が発生した後はその内外で不連続となる．仮定 1で示し
たように，式(A5.4)の帯状域内外での速度差をとることを前提として考える．帯状域内外の区別が明確
となるように式(A5.4)における ix を空間座標とみなし，空間に固定された点における時間変化率(空間微
分)を考えると，各点ごとでは連続であるため，ゼロとなる．したがって 
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( ) ( ) ( ) ( ) 0ij ij ijij r
i i i r
h h h
h v
t x x t x x
σ σ σσ     ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂     = = −     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     
  =   (A5.5) 
ただし式(A5.5)中の ( ) は物質微分を表し，また式(A5.5)第三式中の  ix は変形に伴って変化するとしてい
る．変形の一様性から式(A5.4)は場所に関係なく成立するため，これを式(A5.5)に代入して， 
( 0ij ij
i
h h
x
σ σ∂ + =∂
& & )       (A5.6) 
という関係式が得られる． 
 
以上の仮定に基づき，局所くびれ(帯状域の不連続変形)の発生条件を導く．式(A5.6)について帯状域内
外での差をとると， 
( ) ( )
( )
, ,
0
in ij ij in out ij ij out
i i
ij ij
i
h h h h
x x
h h
x
σ σ σ σ
σ σ
∂ ∂+ − +∂ ∂
∂≡ ∆ + ∆ =∂
& && &
& &
    (A5.7) 
したがって， 
( )33 330,ij ij
i
hD D
x h
σ σ∂ ∆∆ + ∆ = ∆ =∂
&
&     (A5.8) 
という関係が得られる．ただし 33D は速度勾配テンソルの(3,3)成分である．ここで仮定 1 に示したよう
に，帯状域内外の諸物理量の差は帯状域の法線方向座標の関数であり，また帯状域の外ではゼロである
とすると，次のような関係を得ることができる． 
( ) ( )( ) ( ) ( )( )33 3333 ij ij ij ijk kij ij ii k k i
D Dx n
k k
D n
x x n x
σ σ σ σσ σ ∂ ∆ + ∆ ∂ ∆ + ∆∂∂ ∆ + ∆ = =∂ ∂ ∂ ∂
& &
&
x n
 (A5.9) 
さらに 
( ) 0ik k
n
x n
∂ =∂        (A5.10) 
という関係を考慮すると， 
( )
( )
33 0i ij i ij
k k
n D n
x n
σ σ∂ ∆ + ∆ =∂
&
      (A5.11) 
と変形できる．以上より，帯状域に沿う方向では 
33i ij i ijn D n constσ σ∆ + ∆ =&      (A5.12) 
となる．一方前述のように帯状域の外では 33 0ijD σ∆ = ∆ =& であることから，式(A5.12)が帯状域の内外に
かかわらず任意の場所で成立するには， 
33 0i ij i ijn D nσ σ∆ + ∆ =&       (A5.13) 
という関係が要請される． 
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 ここで次式のような平面応力状態を仮定した，一般的な速度形線形構成式を導入する． 
33,kij ijkl kl ijkl ij
l j
v vC L C D M i
x x
σ ∂ ∂= = =∂ ∂&     (A5.14) 
式(A5.14)中で構成テンソルC が応力速度や速度等の関数ではないとすると，式(A5.3)の関係を用いる
ことにより，次式の関係が得られる． 
, M
k k
ij ijkl ijkl ijkl k l
l l
v vC C C
x x
σ  ∂ ∂∆∆ = ∆ = = ∂ ∂ 
& g n     (A5.15) 
  33
i i
ij ij ij i j
j j
v vD M M M
x x
 ∂ ∂∆∆ = ∆ = =  ∂ ∂ 
g n     (A5.16) 
式(A5.15)，(A5.16)を式(A5.13)に代入すると， 
( ) 0i ij kl k l i ijkl k l i ij kl l i ijkl l kn M g n n C g n n M n n C n gσ σ+ = + =
2
  (A5.17) 
という 1,g g に関する連立一次斉次方程式が得られる．これをマトリクス形式で表すと， 
1 1 11 1 2 12 1
2 1 21 2 2 22 2
0
0
i i l l i i l l i i l l i i l l
i i l l i i l l i i l l i i l l
n M n n C n n M n n C n g
n M n n C n n M n n C n g
σ σ
σ σ
+ +     =    + +    
  (A5.18) 
式(A5.18)が 以外の解(非自明解)を持てば定値ではない1 2 0g g= = if が存在する(ただし，帯状域の内外の
境界上場合では になりうる)．つまり，帯状域の不連続変形，すなわち局所くびれ帯が発生するに
は，式(A5.18)に関して次式が成立すればよい． 
0if =
1 1 11 1 2 12
2 1 21 2 2 22
det 0i i l l i i l l i i l l i i l l
i i l l i i l l i i l l i i l l
n M n n C n n M n n C n
n M n n C n n M n n C n
σ σ
σ σ
+ + =+ +    (A5.19) 
これが，S-R 理論における局所くびれ発生条件(局所分岐発生条件)である．これを種々のひずみ比に対
して適用することにより，理論成形限界曲線が得られる． 
 式(A5.19)を実際に運用する場合は，式(A5.14)に示した構成式を具体形で表す必要がある．本論文中第
6,7 章で採用している S-R 理論は，文献(1)で示された関係式を用いている．すなわち，構成式としては
Henckyの変形理論(全ひずみ理論)を速度形にして，かつ大変形問題にまで拡張させた構成式を用いてい
る．この場合，成形限界曲線は加工硬化式における n値のみで決定されるという特徴を有する． 
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